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مقدمه

تعریف𝑒𝑠𝑡صورتبهپیوستهزمانLTIسیستمیکویژهتابعشد،مطرحقبلفصلدرکههمانطور•

برای𝑒𝑠𝑡ویژهتابعبامتناظرویژهمقدارهمچنین.استمختلطمتغیریک𝑠رابطهایندر.می شود

.می شودتعریفزیرصورتبهLTIسیستم های

𝐻 𝑠 =  
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

𝐻بالا،رابطهدر• 𝑠لاپلاستبدیلℎ 𝑡می شودنامیده.
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تعریف

𝑥سیگناللاپلاستبدیل• 𝑡می شودمحاسبهزیررابطهاز.

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

𝑥سیگنالبرایلاپلاستبدیلوجودشرط.استمختلطمتغیریک𝑠رابطهایندرکه• 𝑡وجود

.(نشودبینهایتانتگرالحاصل)استبالاانتگرال

.می شوداستفادهزیرنمایشدوازسیگنالیکلاپلاستبدیلدادننشانبرایمعمولا•

شاهرودصنعتیدانشگاه 5دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌

𝑋 𝑠 = 𝔏 𝑥 𝑡 𝑥 𝑡  𝑋 𝑠



(ادامه)تعریف‌

.می شودتعریفزیرصورتبه𝑠متغیرلاپلاستبدیلدر•

𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔

(حقیقیبخش)𝜎صفحهاینافقیمحور.استمحوردودارای𝑠صفحه،𝑠متغیرتعریفبهتوجهبا•

.است(موهومیبخش)𝑗𝜔آنعمودیمحور

شاهرودصنعتیدانشگاه 6دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡در این سیگنال . را بیابید𝑎عددی حقیقی است.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑒−𝑎𝜏𝑢 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
0

+∞

𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏𝑑𝜏 =  
−1

𝑎 + 𝑠
𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏

0

+∞

=
−1

𝑎 + 𝑠
lim

𝜏→+∞
𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏 − 1

𝑅𝑒−شرطکهداردوجودصورتیدربالاانتگرال 𝑎 + 𝑠 < بنابراینباشد؛درست0

−𝑅𝑒 𝑎 + 𝑠 < 0 𝑅𝑒 𝑠 > −𝑎

𝑅𝑒محدودهدرمتغیراگر 𝑠 > −𝑎،می شودمحاسبهزیرصورتبهانتگرالباشد.

𝑋 𝑠 =
−1

𝑎 + 𝑠
lim

𝜏→+∞
𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏 − 1 =

1

𝑎 + 𝑠
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ههمبرایلاپلاستبدیلکهدیدیدقبلمثالدر•

.نداردوجودsمقادیر

آندرلاپلاستبدیلکه𝑠صفحهازایمحدودهبه•

.می شودگفتهROCیاهمگراییمنطقهدارد،وجود

مشخصROCبایدلزومالاپلاستبدیلمحاسبهدر•

آنROCهمراهبهلاپلاستبدیلزیراشود؛

.استبرگشت پذیر

لاپلاسلتبدیکهمی بینیدراسیگنالیبعد،مثالدر•

آن هاROCولیداردقبلمثالسیگنالبایکسانی

حوزهدرسیگنالتمایزتفاوتاین.استمتفاوت

.می کندمشخصرازمان
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ادامه مثال



𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = −𝑒−𝑎𝑡𝑢 −𝑡در این سیگنال . را بیابید𝑎عددی حقیقی است.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

−𝑒−𝑎𝜏𝑢 −𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 = −  
−∞

0

𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏𝑑𝜏

=  
1

𝑎 + 𝑠
𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏

−∞

0

=
1

𝑎 + 𝑠
1 − lim

𝜏→+∞
𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏

𝑅𝑒−شرطکهداردوجودصورتیدربالاانتگرال 𝑎 + 𝑠 > بنابراینباشد؛درست0

−𝑅𝑒 𝑎 + 𝑠 > 0 𝑅𝑒 𝑠 > −𝑎

𝑅𝑒محدودهدرمتغیراگر 𝑠 < −𝑎،می شودمحاسبهزیرصورتبهانتگرالباشد.

𝑋 𝑠 =
−1

𝑎 + 𝑠
lim

𝜏→+∞
𝑒− 𝑎+𝑠 𝜏 − 1 =

1

𝑎 + 𝑠
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ادامه مثال



𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = 𝛿 𝑡را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝛿(𝜏)𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  𝑒−𝑠𝜏

𝜏=0
= 1

ROCصفحههمهشاملتبدیلاین𝑠می شود.
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𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = 𝑢 𝑡را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑢(𝜏)𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
0

+∞

𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  −
1

𝑠
𝑒−𝑠𝜏

0

+∞

= −
1

𝑠
lim

𝜏→+∞
𝑒−𝑠𝜏 − 1 =

1

𝑠

𝑅𝑒کهاستآنبالاانتگرالوجودشرط 𝑠 > 0.
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𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = cos 𝜔0𝑡 𝑢 𝑡را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

cos 𝜔0𝜏 𝑢(𝜏)𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
0

+∞

cos 𝜔0𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

=  
0

+∞ 1

2
𝑒𝑗𝜔0𝜏 + 𝑒−𝑗𝜔0𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =

1

2
 
0

+∞

𝑒𝑗𝜔0𝜏𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 +
1

2
 
0

+∞

𝑒−𝑗𝜔0𝜏𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

=
1

2
 
0

+∞

𝑒 𝑗𝜔0−𝑠 𝜏𝑑𝜏 +
1

2
 
0

+∞

𝑒 −𝑗𝜔0−𝑠 𝜏𝑑𝜏

=  
1

2

1

𝑗𝜔0 − 𝑠
𝑒 𝑗𝜔0−𝑠 𝜏

0

+∞

+  
1

2

1

−𝑗𝜔0 − 𝑠
𝑒 −𝑗𝜔0−𝑠 𝜏

0

+∞
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𝑅𝑒اولانتگرالبودنبودنهمگراشرط 𝑗𝜔0 − 𝑠 < 𝑅𝑒دومانتگرالبودنهمگراشرطو،0 −𝑗𝜔0 − 𝑠 < است؛0

𝑅𝑒شکلبهROCبنابراین 𝑠 > .استزیرصورتبهشدهمطرحROCبهتوجهباسیگنالاینلاپلاستبدیل.بودخواهد0

𝑋 𝑠 =  
1

2

1

𝑗𝜔0 − 𝑠
𝑒 𝑗𝜔0−𝑠 𝜏

0

+∞

+  
1

2

1

−𝑗𝜔0 − 𝑠
𝑒 −𝑗𝜔0−𝑠 𝜏

0

+∞

=
1

2

−1

𝑗𝜔0 − 𝑠
+

1

2

−1

−𝑗𝜔0 − 𝑠
=

1

2

1

𝑠 − 𝑗𝜔0
+

1

𝑠 + 𝑗𝜔0
=

1

2

𝑠 + 𝑗𝜔0 + 𝑠 − 𝑗𝜔0

𝑠 − 𝑗𝜔0 𝑠 + 𝑗𝜔0

=
𝑠

𝑠 − 𝑗𝜔0 𝑠 + 𝑗𝜔0
=

𝑠

𝑠2 − 𝑗2𝜔0
2 =

𝑠

𝑠2 + 𝜔0
2
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𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = 𝑒3𝑡𝑢 𝑡 + 𝑒−4𝑡𝑢 −𝑡را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑒3𝜏𝑢 𝜏 + 𝑒−4𝜏𝑢 −𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

=  
−∞

+∞

𝑒3𝜏𝑢 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 +  
−∞

+∞

𝑒−4𝜏𝑢 −𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
0

+∞

𝑒 3−𝑠 𝜏𝑑𝜏 +  
−∞

0

𝑒 −4−𝑠 𝜏𝑑𝜏

=  
1

3 − 𝑠
𝑒 3−𝑠 𝜏

0

+∞

+  
1

−4 − 𝑠
𝑒 −4−𝑠 𝜏

−∞

0

=
1

3 − 𝑠
lim

𝜏→+∞
𝑒 3−𝑠 𝜏 − 1 +

1

−4 − 𝑠
1 − lim

𝜏→−∞
𝑒 −4−𝑠 𝜏
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limبودنبودنهمگراشرط
𝜏→+∞

𝑒 3−𝑠 𝜏کهاستآن𝑅𝑒{3 − 𝑠} < 𝑅𝑒دیگرعبارتبهباشد؛0 𝑠

> limبودنبودنهمگراشرط.باشد3
𝜏→−∞

𝑒 −4−𝑠 𝜏کهاستآن𝑅𝑒 −4 − 𝑠 > بهباشد؛0

𝑅𝑒دیگرعبارت 𝑠 < .باشد4−

𝑅𝑒همگراییشرطدوکهآنجاییاز 𝑠 > 𝑅𝑒و3 𝑠 < بنابراینندارد،همپوشانییکدیگربا4−

ROCسیگنالکهکردبیانمی توانحالتایندر.استتهیتبدیلاین𝑥 𝑡 = 𝑒3𝑡𝑢 𝑡

+ 𝑒−4𝑡𝑢 −𝑡نداردلاپلاستبدیل.
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ادامه مثال



𝑥تبدیل لاپلاس سیگنال : مثال 𝑡 = 𝑡𝑢 𝑡را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝜏𝑢 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
0

+∞

𝜏𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

𝑑𝑣گرفتننظردربا.می کنیمحلرازیرنامعینانتگرالابتدا = 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏و𝑢 = 𝜏داریمجزبهجزانتگرال گیریو.

 𝜏𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 = 𝜏
𝑒−𝑠𝜏

−𝑠
−  

𝑒−𝑠𝜏

−𝑠
𝑑𝜏 = 𝜏

𝑒−𝑠𝜏

−𝑠
−

1

𝑠2
𝑒−𝑠𝜏 + 𝐶

.استزیرصورتبه𝑥(𝑡)لاپلاستبدیلبنابراین

𝑋 𝑠 = 𝜏
𝑒−𝑠𝜏

−𝑠
+

1

𝑠2
𝑒−𝑠𝜏 + 𝐶

0

+∞

=
1

𝑠2
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𝑥تبدیل لاپلاس سیگنال : مثال 𝑡 = sin2 𝜔0𝑡 𝑢 𝑡را بیابید.

:پاسخ

𝑋 𝑠 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

sin2 𝜔0𝜏 𝑢 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
0

+∞

sin2 𝜔0𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

=  
0

+∞ 𝑒𝑗𝜔0𝜏 − 𝑒−𝑗𝜔0𝜏

2𝑗

2

𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
0

+∞ 𝑒2𝑗𝜔0𝜏 + 𝑒−2𝑗𝜔0𝜏 − 2

−4
𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

= −
1

4
 
0

+∞

𝑒2𝑗𝜔0𝜏𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 −
1

4
 
0

+∞

𝑒−2𝑗𝜔0𝜏𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 +
1

2
 
0

+∞

𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

= −
1

4
 
0

+∞

𝑒− 𝑠−2𝑗𝜔0 𝜏𝑑𝜏 −
1

4
 
0

+∞

𝑒− 𝑠+2𝑗𝜔0 𝜏𝑑𝜏 +
1

2
 
0

+∞

𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏
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𝑅𝑒صورتبهترتیببهبالاانتگرال هایازیکهربودنهمگراشرط − 𝑠 − 2𝑗𝜔0 < 0،𝑅𝑒 − 𝑠 + 2𝑗𝜔0 < 0

𝑅𝑒و −𝑠 < 𝑅𝑒صورتبهشرطسهایناشتراک.است0 𝑠 > :نوشتمی توانفرضاینبا.است0

𝑋 𝑠 = −
1

4
 
0

+∞

𝑒− 𝑠−2𝑗𝜔0 𝜏𝑑𝜏 −
1

4
 
0

+∞

𝑒− 𝑠+2𝑗𝜔0 𝜏𝑑𝜏 +
1

2
 
0

+∞

𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

=
1

4
.

1

𝑠 − 2𝑗𝜔0
𝑒− 𝑠−2𝑗𝜔0 𝜏

0

+∞

+
1

4
.

1

𝑠 + 2𝑗𝜔0
𝑒− 𝑠+2𝑗𝜔0 𝜏

0

+∞

+ −
1

2𝑠
𝑒−𝑠𝜏

0

+∞

= −
1

4
.

1

𝑠 − 2𝑗𝜔0
−

1

4
.

1

𝑠 + 2𝑗𝜔0
+

1

2𝑠
= −

1

2

𝑠

𝑠2 + 4𝜔0
2 +

1

2𝑠
=

2𝜔0
2

𝑠 𝑠2 + 4𝜔0
2
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ادامه مثال



Sصفرها و قطب های سیگنال در صفحه 

𝑋سیگنالمی توانمعمولا• 𝑠 = 𝔏{𝑥 𝑡 دیگرعبارتبهنوشت؛کسریتابعیکفرمبهرا{

𝑋 𝑠 =
 𝑖=0

𝑚 𝑎𝑖𝑠
𝑖

 𝑖=0
𝑛 𝑏𝑖𝑠

𝑖
=

𝑎𝑚𝑠𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠
𝑚−1 + ⋯+ 𝑎1𝑠 + 𝑎0

𝑏𝑚𝑠𝑛 + 𝑏𝑚−1𝑠
𝑛−1 + ⋯ + 𝑏1𝑠 + 𝑏0

𝑘دارای𝑘درجهچندجمله ایهرمی دانیدکههمانطور.است𝑛و𝑚درجهباچندجمله ای هاییکسراینمخرجوصورت•

𝑋سیگنالبنابرایناست؛ریشه 𝑠نوشتزیرصورتبهمی توانرا:

𝑋 𝑠 = 𝑘
𝑠 − 𝑧𝑚 𝑠 − 𝑧𝑚−1 … 𝑠 − 𝑧2 𝑠 − 𝑧1

𝑠 − 𝑝𝑛 𝑠 − 𝑝𝑛−1 … 𝑠 − 𝑝2 𝑠 − 𝑝1

𝑠نقاطبه• = 𝑧𝑖 ,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚معادلهحلازنقاطاین.می شودگفتهسیگنالصفرهای𝑋 𝑠 = .می آیدبدست0

𝑠نقاطبههمچنین = 𝑃𝑖 ,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛کسرمخرجنقاطاین.می شودگفتهسیگنالقطب های𝑋 𝑠به.می کندصفررا

.می دهندنمایش𝑜بارا𝑠صفحهدرصفرنقاطو×علامتبارا𝑠صفحهدرقطبنقاطقراردادیصورت
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𝑋سیگنال : مثال 𝑠 =
𝑠−2

2𝑠2−8𝑠+6
,𝑅𝑒 𝑠 > نمایش 𝑠قطب ها و صفرهای آن را محاسبه و در صفحه . را در نظر بگیرید0

.دهید

:پاسخ

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠3 + 𝑆2 + 4𝑠 + 4
=

𝑠 + 2

𝑠 + 1 𝑠 − 2𝑗 (𝑠 + 2𝑗)

𝑠بنابراین = 𝑠وسیگنال،صفر2− = ±2𝑗,𝑠 = .می باشدسیگنالقطب های1−



ROCویژگی‌های‌

𝑿همگراییناحیه:1ویژگی 𝒔صفحهدر𝒔محورباموازینوارهایشامل𝒋𝝎است.

𝑠برای𝑋(𝑠)اگرکهکردبیانمی توان = 𝜎0 + 𝑗𝜔0برایآنگاهباشد،همگرا𝜎0 = 𝑅𝑒 𝑠زیرصورتبههمگراییشرط.استهمگرانیز

.می شودتعریف

𝑋 𝑠 ≤  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏 < ∞

𝑠برای𝑋(𝑠)آنکهبهتوجهبا = 𝜎0 + 𝑗𝜔0نوشتمی تواناست،همگرا:

𝑀 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒− 𝜎0+𝑗𝜔0 𝜏 𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎0𝜏 𝑒−𝑗𝜔0𝜏 𝑑𝜏

=  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎0𝜏 𝑑𝜏 < ∞

شاهرودصنعتیدانشگاه 22دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



1ادامه‌ویژگی‌

𝜎0شرطدرفوقرابطهکههایی𝑠همهبرایدهیمنشانباید = 𝑅𝑒 𝑠می کند،صدق𝑋(𝑠)این.استهمگرا

𝑠صورتبهمی توانرانقاط = 𝜎0 + 𝑗𝜔برایهمگراییشرط.گرفتنظردر𝑠 = 𝜎0 + 𝑗𝜔می نویسیمرا.

𝑋 𝑠 ≤  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒− 𝜎0+𝑗𝜔 𝜏 𝑑𝜏

=  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎0𝜏 𝑒−𝑗𝜔𝜏 𝑑𝜏 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎0𝜏 𝑑𝜏 = 𝑀 < ∞

𝑠برای𝑋(𝑠)بنابراین = 𝜎0 + 𝑗𝜔استهمگرا.
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ROCویژگی‌های‌

.نمی شودقطبیهیچشاملROC:2ویژگی

𝑋قطبنقاط 𝑠 = .استتناقضدرهمگراییتعریفباواست∞
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ROCویژگی‌های‌

𝒙اگر:3ویژگی 𝒕یکبرایحداقلآنلاپلاستبدیلوباشدمحدودعرضباسیگنالی𝒔کلهمگراییناحیهآنگاهشود،همگرا

.بودخواهد𝒔صفحه

𝑥کنیدفرض 𝑡گرفتنظردرزیرصورتبهراآنمی توانمحدود،عرضسیگنالتعریفبهبنا.باشدمحدودعرضباسیگنالی:

𝑥 𝑡  
≠ 0, 𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2

= 0, اینصورت غیر در

𝑠برای𝑋(𝑠)کنیدفرض = 𝜎0 + 𝑗𝜔0همگراییاثباتبرای،1ویژگیبهتوجهبا.استهمگرا𝑋 𝑠صفحهسراسردر𝑠کنیمثابتاستکافی

ازایبهدهیمنشانباید𝑠صفحهدرحقیقیاعدادمحورکلرویبرهمگراییاثباتبرای.همگراستحقیقیاعدادمحورکلرویبر𝑋(𝑠)که

.استهمگرازیرانتگرالمحوراینروینقاطهمه ی

𝑋 𝑠 ≤  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏 𝑑𝜏
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3ادامه‌ویژگی‌
𝑋همگراییبهتوجهبا 𝑠در𝑠 = 𝜎0 + 𝑗𝜔01ویژگیو،𝑋(𝑠)در𝑠 = 𝜎0استبرقرارآنبرایزیررابطهدیگرعبارتبهاست؛همگرا.

𝑀 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏 < ∞

𝑠برای = 𝜎1 > 𝜎0نوشتمی توان:

𝑋 𝑠 ≤  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎1𝜏𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒 𝜎0−𝜎1 𝜏𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒 𝜎0−𝜎1 𝜏𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏

𝜎0بهتوجهبا − 𝜎1 < :نوشتمی توان0

𝑋 𝑠 ≤  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒 𝜎0−𝜎1 𝜏𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏 ≤ 𝑒 𝜎0−𝜎1 𝑡1  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏 = 𝑒 𝜎0−𝜎1 𝑡1𝑀 < ∞

𝑠برای𝑋(𝑠)بنابراین = 𝜎1 > 𝜎0استهمگرا.
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3ادامه‌ویژگی‌
𝑠برای = 𝜎2 < 𝜎0نوشتمی توان:

𝑋 𝑠 ≤  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎2𝜏𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒 𝜎0−𝜎2 𝜏𝑒−𝜎2𝜏𝑑𝜏 =  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒 𝜎0−𝜎2 𝜏𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏

𝜎0بهتوجهبا − 𝜎2 > :نوشتمی توان0

𝑋 𝑠 ≤  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒 𝜎0−𝜎2 𝜏𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏 ≤ 𝑒 𝜎0−𝜎2 𝑡2  
𝑡1

𝑡2

𝑥 𝜏 𝑒−𝜎0𝜏𝑑𝜏 = 𝑒 𝜎0−𝜎2 𝑡2𝑀 < ∞

𝑠برای𝑋(𝑠)بنابراین = 𝜎2 > 𝜎0استهمگرا.
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3ادامه‌ویژگی‌

𝑠برای𝑋(𝑠)کهآنجاییاز• = 𝜎1 > 𝜎0،𝑠 = 𝜎2 < 𝜎0،و𝑠 = 𝜎0برایبنابرایناست،همگرا

.استهمگرا𝑠صفحهدرحقیقیاعدادمحورکل

.استهمگرا𝑠صفحههمهبرای𝑋(𝑠)کهکردبیانمی توان1ویژگیبهتوجهبا•
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(ادامه)ROCویژگی‌های‌
𝒙اگر:4ویژگی 𝒕یعنی)باشدراستیدستسیگنالیک𝒙 𝒕 = 𝟎,𝒕 ≤ 𝒕𝟎)وROCشامل

𝑹𝒆{𝒔}خط = 𝝈𝟎،آنگاهباشدROCشامل𝑹𝒆 𝒔 > 𝝈𝟎است.

𝒙اگر:5ویژگی 𝒕یعنی)باشدچپیدستسیگنالیک𝒙 𝒕 = 𝟎,𝒕 ≥ 𝒕𝟎)وROCشامل

𝑹𝒆{𝒔}خط = 𝝈𝟎،آنگاهباشدROCشامل𝑹𝒆 𝒔 < 𝝈𝟎است.

احیهنآنگاه(باشدداشتهادامهبینهایتتاطرفدواز)باشددوطرفهسیگنال𝒙(𝒕)اگر:6ویژگی

.بودخواهدsصفحهدرنواریکصورتبههمگرایی
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(ادامه)ROCویژگی‌های‌
.داردادامهبینهایتتااینکهیامی شودمحدودقطب هاتوسطیاROCباشد،کسری𝑿(𝒔)اگر:7ویژگی

𝑹𝒆صورتبهROCآنگاهباشد،راستیدستسیگنالیک𝒙(𝒕)وباشدکسری𝑿(𝒔)اگر:8ویژگی 𝒔

> 𝝈𝒎𝒂𝒙کهاست𝝈𝒎𝒂𝒙قطب هایحقیقیبخشبزرگترین𝑿(𝒔)دیگرعبارتبهاست؛𝝈𝒎𝒂𝒙بخش

.استقطبراستی ترینسمتحقیقی

𝑹𝒆صورتبهROCآنگاهباشد،چپیدستسیگنالیک𝒙(𝒕)وباشدکسری𝑿(𝒔)اگر:9ویژگی 𝒔

< 𝝈𝒎𝒊𝒏کهاست𝝈𝒎𝒊𝒏قطب هایحقیقیبخشکوچکترین𝑿(𝒔)دیگرعبارتبهاست؛𝝈𝒎𝒊𝒏بخش

.استقطبچپی ترینسمتحقیقی
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تبدیل‌لاپلاسویژگی‌های‌
بودنخطی-3-5-1

زماندرمقیاس-3-5-2

زمانیانتقال-3-5-3

sحوزهدرانتقال-3-5-4

sحوزهوزماندرمشتق-3-5-5

زماندرانتگرال-3-5-6

زمانحوزهدرکانولوشن-3-5-7

sحوزهدرکانولوشن-3-5-8

سیگنالنهاییمقدارتئوری3-5-9
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بودنخطی 

𝑥1دلخواهسیگنال هایاگر 𝑡و𝑥2 𝑡باشندزیرصورتبه.

𝑋1 𝑠 = 𝔏 𝑥1 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅1

𝑋2 𝑠 = 𝔏 𝑥2 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅2

:استزیرصورتبهسیگنال هااینخطیترکیبلاپلاستبدیل

𝔏 𝑎1𝑥1 𝑡 + 𝑎2𝑥2 𝑡 = 𝑎1𝑋1 𝑠 + 𝑎2𝑋2 𝑠

𝑅1 ∩ 𝑅2 ⊆ 𝑅𝑂𝐶
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𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = 𝑡2𝑒−4𝑡𝑢 𝑡 + 3 cos 7𝑡 𝑢 𝑡را محاسبه نمایید.

.نوشتمی توانلاپلاستبدیلبودنخطیویژگیولاپلاستبدیلجدولاساسبر:پاسخ

𝑥1 𝑡 = 𝑡2𝑒−4𝑡𝑢 𝑡  𝑋1 𝑠 =
2

4 + 𝑠 3
, 𝑅𝑒 𝑠 > −4

𝑥2 𝑡 = cos 7𝑡 𝑢 𝑡  𝑋1 𝑠 =
𝑠

49 + 𝑠2
, 𝑅𝑒 𝑠 > 0

𝔏 𝑥1 𝑡 + 3𝑥2 𝑡 = 𝑋1 𝑠 + 3𝑋2 𝑠 =
2

4 + 𝑠 3
+

3𝑠

49 + 𝑠2

ROCشاملحداقللاپلاستبدیل𝑅𝑒 𝑠 > 𝑅𝑂𝐶صورتبهمعمولاولیاست0 = 𝑅𝑒 𝑠 > .می شودگرفتهنظردر0
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مقیاس در زمان

𝑥دلخواهسیگنالاگر 𝑡باشدزیرصورتبه:

𝑋 𝑠 = 𝔏 𝑥 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅

:استزیرصورتبهآنزمانیمقیاسلاپلاستبدیل

𝔏 𝑥 𝑎𝑡 =
1

𝑎
𝑋

𝑠

𝑎
, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑎𝑅
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(ادامه)زمان مقیاس در 
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تاثیر مقیاس در زمان در ناحیه همگرایی 

𝑎 یک حقیقی است، بنابراین در حالت های𝑎 > 𝑎همچنین اگر .می شودROCباعث افزایش بازه 1 < .کاهش می یابدROCباشد، بازه 1



𝑥تبدیل لاپلاس سیگنال : مثال 𝑡 = 𝛿
𝑡

2
+ 𝑢

𝑡

3
.را محاسبه نمایید

.نوشتمی توانلاپلاستبدیلزمانیمقیاسویژگیولاپلاستبدیلجدولاساسبر:پاسخ

𝔏 𝛿 𝑡 = 1, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑠  𝔏 𝛿
𝑡

2
= 2, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑠

𝔏 𝑢 𝑡 =
1

𝑠
, 𝑅𝑒 𝑠 > 0  𝔏 𝑢

𝑡

3
=

3

3𝑠
=

1

𝑠
, 𝑅𝑒 𝑠 > 0

𝔏 𝛿
𝑡

2
+ 𝑢

𝑡

3
= 2 +

1

𝑠
, 𝑅𝑒 𝑠 > 0
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زمانیانتقال 

𝑥دلخواهسیگنالاگر 𝑡باشدزیرصورتبه،

𝑋 𝑠 = 𝔏 𝑥 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅

:استزیرصورتبهآنزمانیانتقاللاپلاستبدیل

𝔏 𝑥 𝑡 − 𝑡0 = 𝑒−𝑠𝑡0𝑋 𝑠 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅
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𝑥تبدیل لاپلاس سیگنال : مثال 𝑡 = 𝛿 𝑎𝑡 + 𝑏را محاسبه نمایید .𝑎 و𝑏اعدادی حقیقی هستند.

:نوشتمی توانلاپلاستبدیلویژگی هایولاپلاستبدیلجدولاساسبر:پاسخ

𝛿 𝑎𝑡 + 𝑏 = 𝛿 𝑎 𝑡 +
𝑏

𝑎
=

1

𝑎
𝛿 𝑡 +

𝑏

𝑎

𝔏 𝛿 𝑡 +
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑏
𝑎𝑠, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑠

:نوشتمی توانبنابراین

𝔏 𝛿 𝑎𝑡 + 𝑏 =
1

𝑎
𝔏 𝛿 𝑡 +

𝑏

𝑎
=

1

𝑎
𝑒

𝑏
𝑎𝑠, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑠
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𝑥تبدیل لاپلاس سیگنال : مثال 𝑡 =  𝑘=0
+∞ 𝛿 𝑡 − 𝑘𝑇را محاسبه نمایید.

:نوشتمی توانلاپلاستبدیلویژگی هایولاپلاستبدیلجدولاساسبر:پاسخ

𝔏  

𝑘=0

+∞

𝛿 𝑡 − 𝑘𝑇 =  

𝑘=0

+∞

𝑒−𝑠𝑘𝑇 =
1

1 − 𝑒−𝑠𝑇

𝑅𝑒کهاستآنهمگراییشرط 𝑠 > .باشد0
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Sانتقال در حوزه 

𝑥دلخواهسیگنالاگر 𝑡باشدزیرصورتبه،

𝑋 𝑠 = 𝔏 𝑥 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅

:بودخواهدزیرصورتبهآنلاپلاستبدیلانتقال

𝔏 𝑒𝑠0𝑡𝑥 𝑡 = 𝑋 𝑠 − 𝑠0 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅 + 𝑅𝑒{𝑠0}
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(ادامه)Sانتقال‌در‌حوزه‌
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بر ناحیه همگرایی sانتقال در حوزهتاثیر 



𝑥لاپلاس سیگنال تبدیل : مثال 𝑡 = cos 𝜔0𝑡 𝑢 𝑡را بیابید.

:پاسخ

𝑥 𝑡 = cos 𝜔0𝑡 𝑢 𝑡 =
1

2
𝑒𝑗𝜔0𝑡 + 𝑒−𝑗𝜔0𝑡 𝑢 𝑡 =

1

2
𝑒𝑗𝜔0𝑡𝑢 𝑡 +

1

2
𝑒−𝑗𝜔0𝑡𝑢 𝑡

𝑓فرضبا 𝑥 = 𝑢(𝑡)نوشتمی توان:

𝑋 𝑠 =
1

2
𝐹 𝑠 − 𝑗𝜔0 +

1

2
𝐹 𝑠 + 𝑗𝜔0 =

1

2

1

𝑠 − 𝑗𝜔0
+

1

2

1

𝑠 + 𝑗𝜔0
=

𝑠

𝑠2 + 𝜔0
2

𝑅𝑒{𝑠}اشتراکنیزهمگراییناحیه > 𝑅𝑒 −𝑗𝜔0و𝑅𝑒{𝑠} > 𝑅𝑒 𝑗𝜔0صورتبهکهاست𝑅𝑒{𝑠} > .می باشد0
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Sمشتق در زمان و حوزه 

𝑥دلخواهسیگنالاگر 𝑡باشدزیرصورتبه،

𝑋 𝑠 = 𝔏 𝑥 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅

:بودخواهدزیرصورتبهآنزمانحوزهدرسیگنالمشتقلاپلاستبدیل

𝔏
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑠𝑋 𝑠 , 𝑅 ⊆ 𝑅𝑂𝐶

:بودخواهدزیرصورتبهآنSحوزهدرسیگناللاپلاستبدیلمشتق

𝔏 −𝑡𝑥(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑠
𝑋 𝑠 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅
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𝑥سیگناللاپلاستبدیل:مثال 𝑡 = 𝑡𝑢 𝑡نماییدمحاسبهرا.

𝔏 𝑡𝑢(𝑡) = −
𝑑

𝑑𝑠
𝑈 𝑠 = −

𝑑

𝑑𝑠

1

𝑠
=

1

𝑠2
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𝑥نشان دهید تبدیل لاپلاس سیگنال : مثال 𝑡 = 𝑡𝑛𝑢 𝑡  به صورت𝑋 𝑠 =
𝑛!

𝑠𝑛+1و𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒𝑠 𝑠 > .است0

.به کمک استقرای ریاضی اثبات می کنیم:پاسخ

𝑛حکم برای : پایه استقرا = درست است زیرا1

𝔏 𝑡𝑢(𝑡) =
1!

𝑠1+1
=

1

𝑠2
, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒𝑠 𝑠 > 0

𝑛فرض می کنیم حکم برای : فرض استقرا ≤ 𝑘درست است؛ به عبارت دیگر

𝔏 𝑡𝑘𝑢 𝑡 =
𝑘!

𝑠𝑘+1
, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒𝑠 𝑠 > 0

𝑛باید نشان دهیم که حکم برای : نتیجه استقرا = 𝑘 + درست است؛ به عبارت دیگر1

𝔏 𝑡𝑘+1𝑢 𝑡 =
𝑘 + 1 !

𝑠𝑘+2
, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒𝑠 𝑠 > 0
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𝔏 𝑡𝑘+1𝑢 𝑡 = −
𝑑

𝑑𝑠
𝔏 𝑡𝑘𝑢 𝑡 = −

𝑑

𝑑𝑠

𝑘!

𝑠𝑘+1
= − −

𝑘 + 1 𝑘! 𝑠𝑘

𝑠2𝑘+2

=
𝑘 + 1 ! 𝑠𝑘

𝑠𝑘+2
, 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒𝑠 𝑠 > 0

𝔏بنابراین حکم  𝑡𝑘𝑢 𝑡 =
𝑘!

𝑠𝑘+1 ,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒𝑠 𝑠 > 𝑛برای هر 0 ≥ .درست است1
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ادامه مثال



انتگرال در زمان

𝑥دلخواهسیگنالاگر 𝑡باشدزیرصورتبه،

𝑋 𝑠 = 𝔏 𝑥 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅

:بودخواهدزیرصورتبهسیگنالانتگراللاپلاستبدیل

𝔏  
−∞

𝑡

𝑥 𝜏 𝑑𝜏 =
1

𝑠
𝑋 𝑠 , 𝑅 ∩ 𝑅𝑒 𝑠 > 0 ⊆ 𝑅𝑂𝐶
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زمانکانولوشن در حوزه 

𝑥1دلخواهسیگنال هایاگر 𝑡و𝑥2 𝑡باشند،زیرصورتبه

𝑋1 𝑠 = 𝔏 𝑥1 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅1

𝑋2 𝑠 = 𝔏 𝑥2 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅2

.بودخواهدزیرصورتبهسیگنال هااینکانولوشن

𝔏 𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 = 𝑋1 𝑠 𝑋2 𝑠 , 𝑅1 ∩ 𝑅2 ⊆ 𝑅𝑂𝐶
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.مثال هایی از این ویژگی در ادامه فصل آمده است



Sکانولوشن‌در‌حوزه‌

𝑥1دلخواهسیگنال هایاگر 𝑡و𝑥2 𝑡باشند،زیرصورتبه

𝑋1 𝑠 = 𝔏 𝑥1 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅1

𝑋2 𝑠 = 𝔏 𝑥2 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅2

.بودخواهدزیرصورتبهسیگنال هااینکانولوشن

𝔏 𝑥1 𝑡 . 𝑥2 𝑡 =
1

2𝜋𝑗
𝑋1 𝑠 ∗ 𝑋2 𝑠 , 𝑅1 ∩ 𝑅2 ⊆ 𝑅𝑂𝐶
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مقدار نهایی سیگنالتئوری 

𝑥دلخواهسیگنالاگر 𝑡باشدزیرصورتبه،

𝑋 𝑠 = 𝔏 𝑥 𝑡 , 𝑅𝑂𝐶 = 𝑅

آنگاه

lim
𝑡→+∞

𝑥 𝑡 = lim
𝑠→0

𝑠𝑋 𝑠

شاهرودصنعتیدانشگاه 50دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



𝑥سیگنالنهاییمقدار:مثال 𝑡 = 𝑡𝑛𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡نماییدمحاسبهرا.(𝑎 > 𝑛و0 > 1)

:پاسخ

lim
𝑡→+∞

𝑥 𝑡 = lim
𝑡→+∞

𝑡𝑛𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡 = +∞ 𝑛 0 = +∞ 0

گنالسینهاییمقدارتئوریاراستفادهروش هاازیکی.شودابهامرفعبایدبالاحدحاصلمحاسبهبرای

.است

lim
𝑡→+∞

𝑥 𝑡 = lim
𝑠→0

𝑠𝑋 𝑠 = lim
𝑠→0

𝑠
𝑛!

𝑎 + 𝑠 𝑛+1
= 0
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معکوستبدیل لاپلاس 

زیرفرمبهمعکوسلاپلاستبدیل.می بردزمانحوزهبهرا𝑠حوزهدرسیگنالیککهاستتبدیلیمعکوسلاپلاستبدیل•

:می شوددادهنمایش

𝔏−1 𝑋 𝑠 = 𝑥(𝑡)

:می شودمحاسبهزیررابطهازمعکوسلاپلاستبدیل•

𝔏−1 𝑋 𝑠 =
1

2𝜋𝑗
 
𝑐−𝑗∞

𝑐+𝑗∞

𝑋 𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

.است𝑋(𝑠)همگراییناحیهدروحقیقیعددی𝑐آندرکه•

جزییاتهبپرداختن.استمختلطاعدادانتگرالحوزهدرکافیدانشنیازمندطریقاینازمعکوسلاپلاستبدیلمحاسبه•

.نیستدرسایناهدافازموضوعاین
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(ادامه)معکوس تبدیل لاپلاس 

:نوشتمی توانلاپلاستبدیلبودنخطیویژگیاساسبر•

𝔏  

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 𝑡 =  

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 𝑠

𝑋𝑖آندرکه• 𝑠لاپلاستبدیل𝑥𝑖(𝑡)نوشتمی توانرابطههمیناساسبر.است:

𝔏−1  

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 𝑠 =  

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 𝑡
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𝑋عکس تبدیل لاپلاس سیگنال : مثال 𝑠 =
1

2+𝑠
+

1

𝑠2 ,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒 𝑠 > .را بیابید0

𝑋1سیگنالدومجموعصورتبهرا𝑋(𝑠)سیگنالمی توانیم:پاسخ 𝑆 =
1

2+𝑠
𝑋2و 𝑠 =

1

𝑠2بنابراینبنویسیم؛

𝔏−1 𝑋 𝑠 = 𝔏−1 𝑋1 𝑠 + 𝑋2 𝑠 = 𝑥1 𝑡 + 𝑥2(𝑡)

کهمی یابیمدرراحتیبهلاپلاستبدیلاتجدولبهتوجهبا

𝑥1 𝑡 = 𝑒−2𝑡𝑢 𝑡

𝑥2 𝑡 = 𝑡𝑢 𝑡

بنابراین

𝔏−1 𝑋 𝑠 = 𝑒−2𝑡𝑢 𝑡 + 𝑡𝑢 𝑡
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معکوس با تفکیک تابع کسریتبدیل لاپلاس 

𝑋سیگنالمی توانمعمولا• 𝑠 = 𝔏{𝑥 𝑡 بهریکستابعتفکیکبا.نوشتکسریتابعیکفرمبهرا{

.دکرمحاسبهرالاپلاستبدیلعکسمی توانلاپلاستبدیلجدولازاستفادهوجزئیکسرهای
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𝑋تبدیل لاپلاس معکوس : مثال 𝑠 =
𝑠

2+𝑠
,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒 𝑠 > .را بیابید2−

:پاسخ

𝑋 𝑠 =
𝑠

2 + 𝑠
=

𝑠 + 2 − 2

𝑠 + 2
= 1 −

2

𝑠 + 2

𝑋سیگنالمعکوسلاپلاستبدیلبنابراین 𝑠استزیرصورتبه.

𝑥 𝑡 = 𝛿 𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑢 𝑡
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سرهای جزئیمعکوس با تفکیک تابع کسری به کتبدیل لاپلاس 

.داردوجودمختلفیروش هایجزئیکسرهایبهکسرتفکیکبرای•

.دهدرخاستممکنحالتدوباشد،مخرجازکمترصورتچندجمله ایدرجهاگر•

.باشندسادهقطب هاهمهآنکهاول•

.باشیمداشتهچندگانهقطب هایآنکهدوم•

𝑋کسر• 𝑠بگیریدنظردرزیرصورتبهرا.

𝑋 𝑠 = 𝑘
 𝑖=1

𝑚 𝑠 − 𝑧𝑖

 𝑖=1
𝑛 𝑠 − 𝑝𝑖

= 𝑘
𝑠 − 𝑧𝑚 𝑠 − 𝑧𝑚−1 … 𝑠 − 𝑧2 𝑠 − 𝑧1

𝑠 − 𝑝𝑛 𝑠 − 𝑝𝑛−1 … 𝑠 − 𝑝2 𝑠 − 𝑝1
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(ادامه)زئی معکوس با تفکیک تابع کسری به کسرهای جتبدیل لاپلاس 

𝑋کسرباشند،سادهقطب هاهمهاگر• 𝑠نوشتزیرصورتبهمی توانرا.

𝑋 𝑠 =  

𝑖=1

𝑛
𝑐𝑖

𝑠 − 𝑝𝑖
=

𝑐𝑛

𝑠 − 𝑝𝑛
+

𝑐𝑛−1

𝑠 − 𝑝𝑛−1
+ ⋯ +

𝑐1

𝑠 − 𝑝1

آندرکه

𝑐𝑖 = lim
𝑠→𝑝𝑖

𝑠 − 𝑝𝑖 𝑋 𝑠
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(ادامه)زئی معکوس با تفکیک تابع کسری به کسرهای جتبدیل لاپلاس 

.می دهیمقرارآن هابرایزیرصورتبهمختلفتوان هایباکسر هاییباشد،چندگانهقطب هایکسراگر•

𝑠فاکتورشاملکسرمخرجکنیدفرض• − 𝑝𝑖
𝑟کسراینصورتدر.باشد𝑋(𝑠)قطبخاطربه𝑝𝑖زیرفاکتورهایشامل

:است

𝜆𝑟−1

𝑠 − 𝑝𝑖
+

𝜆𝑟−2

𝑠 − 𝑝𝑖
2

+ ⋯ +
𝜆0

𝑠 − 𝑝𝑖
𝑟

آندرکه

𝜆𝑘 =
1

𝑘!
lim
𝑠→𝑝𝑖

𝑑𝑘

𝑑𝑠𝑘
𝐹 𝑠 , 𝑘 = 0, … , 𝑟 − 1

𝐹 𝑠 = 𝑠 − 𝑝𝑖
𝑟𝑋(𝑠)
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𝑋تبدیل لاپلاس معکوس : مثال 𝑠 =
𝑠+2

𝑠2−4𝑠+3
,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒 𝑠 > .را بیابید3

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠2 − 4𝑠 + 3
=

𝑠 + 2

𝑠 − 1 𝑠 − 3

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠 − 1 𝑠 − 3
=

𝑐1

𝑠 − 1
+

𝑐2

𝑠 − 3

𝑐1 = lim
𝑠→1

𝑠 − 1 𝑋 𝑠 = lim
𝑠→1

𝑠 − 1
𝑠 + 2

𝑠 − 1 𝑠 − 3
= lim

𝑠→1

𝑠 + 2

𝑠 − 3
= −

3

2

𝑐2 = lim
𝑠→3

𝑠 − 3 𝑋 𝑠 = lim
𝑠→3

𝑠 − 3
𝑠 + 2

𝑠 − 1 𝑠 − 3
= lim

𝑠→3

𝑠 + 2

𝑠 − 1
=

5

2

𝑋 𝑠 =
−

3
2

𝑠 − 1
+

5
2

𝑠 − 3

𝑥 𝑡 = −
3

2
𝑒𝑡𝑢 𝑡 +

5

2
𝑒3𝑡𝑢 𝑡

شاهرودصنعتیدانشگاه 60دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌

:پاسخ

:را به صورت زیر می توان نوشت𝑋(𝑠)بنابراین 

:به صورت زیر است𝑋(𝑠)تبدیل لاپلاس معکوس 

𝑋قطب های  𝑠 به صورت𝑝1 = 𝑝2و 1 = :است؛ بنابراین می توان نوشت3



𝑋تبدیل لاپلاس معکوس : مثال 𝑠 =
𝑠+2

𝑠2+𝑠−6
.را در هر یک از حالت های زیر بیابید

𝑅𝑂𝐶:الف = 𝑅𝑒 𝑠 > 2

𝑅𝑂𝐶:ب = 𝑅𝑒 𝑠 < −3

𝑅𝑂𝐶:ج = −3 < 𝑅𝑒 𝑠 < 2

.استیکسانآنجزئیکسرهایبهتفکیکتامراحلحالت،سههردر:پاسخ

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠2 + 𝑠 − 6
=

𝑠 + 2

𝑠 − 2 𝑠 + 3

𝑋قطب های 𝑠صورتبه𝑝1 = 𝑝2و2 = :نوشتمی توانبنابرایناست؛3−

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠 − 2 𝑠 + 3
=

𝑐1

𝑠 − 2
+

𝑐2

𝑠 + 3
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𝑐1 = lim
𝑠→2

𝑠 − 2 𝑋 𝑠 = lim
𝑠→2

𝑠 − 2
𝑠 + 2

𝑠 − 2 𝑠 + 3
= lim

𝑠→2

𝑠 + 2

𝑠 + 3
=

4

5

𝑐2 = lim
𝑠→−3

𝑠 + 3 𝑋 𝑠 = lim
𝑠→3

𝑠 + 3
𝑠 + 2

𝑠 − 2 𝑠 + 3
= lim

𝑠→3

𝑠 + 2

𝑠 − 2
= 5

:نوشتمی توانزیرصورتبهرا𝑋(𝑠)بنابراین

𝑋 𝑠 =

4
5

𝑠 − 2
+

5

𝑠 + 3
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ادامه مثال



𝑅𝑂𝐶آنکهبهتوجهبا:الفپاسخ = 𝑅𝑒 𝑠 > :داریماست،2

𝑥 𝑡 =
4

5
𝑒2𝑡𝑢 𝑡 + 5𝑒−3𝑡𝑢 𝑡

𝑅𝑂𝐶آنکهبهتوجهبا:بپاسخ = 𝑅𝑒 𝑠 < :داریماست،3−

𝑥 𝑡 = −
4

5
𝑒2𝑡𝑢 −𝑡 − 5𝑒−3𝑡𝑢 −𝑡

𝑅𝑂𝐶آنکهبهتوجهبا:جپاسخ = −3 < 𝑅𝑒 𝑠 < :داریماست،2

𝔏−1
1

𝑠 − 2
= −𝑒2𝑡𝑢 −𝑡

𝔏−1
1

𝑠 + 3
= 𝑒−3𝑡𝑢 𝑡

𝑥 𝑡 = −
4

5
𝑒2𝑡𝑢 −𝑡 + 5𝑒−3𝑡𝑢 𝑡
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ادامه مثال



𝑋تبدیل لاپلاس معکوس : مثال 𝑠 =
𝑠+2

𝑠 𝑠2+9
,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒 𝑠 > .را بیابید3

:پاسخ

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠 𝑠2 + 9
=

𝑠 + 2

𝑠 𝑠 − 3𝑗 𝑠 + 3𝑗

𝑋قطب های 𝑠صورتبه𝑝1 = 0،𝑝2 = 3𝑗و𝑝3 = −3𝑗نوشتمی توانبنابرایناست؛:

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠 𝑠 − 3𝑗 𝑠 + 3𝑗
=

𝑐1

𝑠
+

𝑐2

𝑠 − 3𝑗
+

𝑐3

𝑠 + 3𝑗

𝑐1 = lim
𝑠→0

𝑠𝑋 𝑠 = lim
𝑠→0

𝑠
𝑠 + 2

𝑠 𝑠 − 3𝑗 𝑠 + 3𝑗
= lim

𝑠→0

𝑠 + 2

𝑠 − 3𝑗 𝑠 + 3𝑗
=

2

−3𝑗 3𝑗
=

2

9
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𝑐2 = lim
𝑠→3𝑗

𝑠 − 3𝑗 𝑋 𝑠 = lim
𝑠→3𝑗

𝑠 − 3𝑗
𝑠 + 2

𝑠 𝑠 − 3𝑗 𝑠 + 3𝑗
= lim

𝑠→3𝑗

𝑠 + 2

𝑠 𝑠 + 3𝑗
=

2 + 3𝑗

3𝑗 6𝑗
= −

2 + 3𝑗

18

𝑐3 = lim
𝑠→−3𝑗

𝑠 + 3𝑗 𝑋 𝑠 = lim
𝑠→−3𝑗

𝑠 + 3𝑗
𝑠 + 2

𝑠 𝑠 − 3𝑗 𝑠 + 3𝑗
= lim

𝑠→−3𝑗

𝑠 + 2

𝑠 𝑠 − 3𝑗
=

2 − 3𝑗

−3𝑗 −6𝑗
= −

2 − 3𝑗

18

:نوشتمی توانزیرصورتبهرا𝑋(𝑠)بنابراین

𝑋 𝑠 =

2
9
𝑠

−

2 + 3𝑗
18

𝑠 − 3𝑗
−

2 − 3𝑗
18

𝑠 + 3𝑗

:استزیرصورتبه𝑋(𝑠)معکوسلاپلاستبدیل

𝑥 𝑡 =
2

9
𝑢 𝑡 −

2 + 3𝑗

18
𝑒3𝑗𝑢 𝑡 −

2 − 3𝑗

18
𝑒−3𝑗𝑢 𝑡
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𝑋لاپلاس معکوس تبدیل : مثال 𝑠 =
𝑠+2

𝑠2−2𝑠+1
,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒 𝑠 > .را بیابید1

:پاسخ

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠2 − 2𝑠 + 1
=

𝑠 + 2

𝑠 − 1 2

𝑝1 = 𝑋مضاعفقطب1 𝑠نوشتمی توانبنابرایناست؛:

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠 − 1 2
=

𝜆1

𝑠 − 1
+

𝜆0

𝑠 − 1 2

𝐹تابع 𝑠می کنیممحاسبهراآنمشتق هایو.

𝐹 𝑠 = 𝑠 − 1 2
𝑠 + 2

𝑠 − 1 2
= 𝑠 + 2

𝑑

𝑑𝑠
𝐹 𝑠 = 1
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:می شودمحاسبهزیرصورتبهمجهولات

𝜆0 =
1

0!
lim
𝑠→1

𝐹 𝑠 = lim
𝑠→1

𝑠 + 2 = 3

𝜆1 =
1

1!
lim
𝑠→1

𝑑

𝑑𝑠
𝐹 𝑠 = lim

𝑠→1
1 = 1

𝑋 𝑠 =
1

𝑠 − 1
+

3

𝑠 − 1 2

:استزیرصورتبه𝑋(𝑠)معکوسلاپلاستبدیل

𝑥 𝑡 = 𝑒𝑡𝑢 𝑡 + 3𝑡𝑒𝑡𝑢 𝑡
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له ایجمچنددرجهمساوییابزرگترصورتچندجمله ایدرجهاگرجزئی،کسرهایبهکسرتفکیکدر•

.کردحلرامسئلهمی توانمخرجبرصورتتقسیمباباشد،مخرج
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𝑋تبدیل لاپلاس معکوس : مثال 𝑠 =
2𝑠3−𝑠2+𝑠

𝑠2−4𝑠+3
,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑒 𝑠 > .را بیابید3

.می نویسیمباقی ماندهوقسمتخارجمجموعفرمبهراکسروتقسیممخرجبرراصورتابتدا:پاسخ
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2𝑠3 − 𝑠2 + 𝑠

− 2𝑠3 − 8𝑠2 + 6𝑠

7𝑠2 − 5𝑠

− 7𝑠2 − 28𝑠 + 21

23𝑠 − 21

𝑠2 − 4𝑠 + 3

2𝑠 + 7

𝑋 𝑠 = 2𝑠 + 7 +
23𝑠 − 21

𝑠2 − 4𝑠 + 3



کسر
23𝑠−21

𝑠2−4𝑠+3
.شودتفکیکجزئیکسرهایبهباید

23𝑠 − 21

𝑠2 − 4𝑠 + 3
=

23𝑠 − 21

𝑠 − 3 𝑠 − 1
=

𝑐1

𝑠 − 1
+

𝑐2

𝑠 − 3

𝑐1 = lim
𝑠→1

𝑠 − 1
23𝑠 − 21

𝑠 − 3 𝑠 − 1
= lim

𝑠→1

23𝑠 − 21

𝑠 − 3
= −1

𝑐2 = lim
𝑠→3

𝑠 − 3
23𝑠 − 21

𝑠 − 3 𝑠 − 1
= lim

𝑠→3

23𝑠 − 21

𝑠 − 1
= 24

𝑋بنابراین 𝑠استزیرصورتبه.

𝑋 𝑠 = 2𝑠 + 7 −
1

𝑠 − 1
+

24

𝑠 − 3

𝑥 𝑡 = 2
𝑑

𝑑𝑡
𝛿 𝑡 + 7𝛿 𝑡 − 𝑒𝑡𝑢 𝑡 + 24𝑒3𝑡
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سیستمتابع 

بهنسبتℎ(𝑡)ضربهپاسخباLTIسیستمیک𝑦(𝑡)خروجیشد،اشارهقبلفصلدرکههمانطور•

.می شودمحاسبهزیررابطهاز𝑥(𝑡)ورودی

𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ(𝑡)

.می رسیمزیررابطهبهتساویطرفدوازلاپلاستبدیلگرفتنبا•

𝑌 𝑠 = 𝑋 𝑠 𝐻 𝑠
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(ادامه)تابع‌سیستم‌
.استℎ(𝑡)ضربهپاسخلاپلاستبدیلکهمی شودگفتهانتقالتابعیاسیستمتابع𝐻(𝑠)به•

آنورودیلاپلاستبدیلبهسیستمخروجیلاپلاستبدیلنسبتصورتبهسیستمتابعهمچنین•

دیگرعبارتبهاست؛

𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑋 𝑠
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ℎ(𝑡)

𝑥 𝑡 𝑦 𝑡

𝐻(𝑠)

𝑋(𝑠) 𝑌(𝑠)



ℎضربهپاسخباLTIسیستمیکخروجی:مثال 𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡ورودیو𝑥 𝑡 = 𝑒𝑎𝑡𝑢 −𝑡مثالایندر.بیابیدرا𝑎

> .است0

:پاسخ

𝑋 𝑠 = −
1

𝑠 − 𝑎

𝐻 𝑠 =
1

𝑠 + 𝑎

𝑌 𝑠 = 𝐻 𝑠 . 𝑋 𝑠 =
1

𝑠 + 𝑎
.

−1

𝑠 − 𝑎
=

𝑐1

𝑠 + 𝑎
+

𝑐2

𝑠 − 𝑎

𝑐1 = lim
𝑠→−𝑎

𝑠 + 𝑎
1

𝑠 + 𝑎
.

−1

𝑠 − 𝑎
= lim

𝑠→−𝑎

−1

𝑠 − 𝑎
=

1

2𝑎

𝑐2 = lim
𝑠→𝑎

𝑠 − 𝑎
1

𝑠 + 𝑎
.

−1

𝑠 − 𝑎
= lim

𝑠→𝑎

−1

𝑠 + 𝑎
= −

1

2𝑎
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𝑌 𝑠 = 𝐻 𝑠 . 𝑋 𝑠 =

1
2𝑎

𝑠 + 𝑎
+

−
1
2𝑎

𝑠 − 𝑎

𝑌همگراییمحدوده 𝑠صورتبه−𝑎 < 𝑅𝑒 𝑠 < 𝑎خواهدزیرصورتبهخروجیبنابرایناست؛

.بود

𝑦 𝑡 =
1

2𝑎
𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡 +

1

2𝑎
𝑒𝑎𝑡𝑢 −𝑡 =

1

2𝑎
𝑒𝑎 𝑡
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ادامه مثال



𝑦صورتبهLTIسیستمی:مثال 𝑡 = 𝑇{𝑥 𝑡 𝑥1ورودیازایبهسیستماینخروجی.بگیریدنظردررا{ 𝑡

= 𝑒−3𝑡𝑢 𝑡سیگنال𝑦1 𝑡 = 𝑡𝑒−5𝑡𝑢 𝑡است.

.بیابیدراسیستماینضربهپاسخ:الف

𝑥2ورودیازایبهسیستماینخروجی:ب 𝑡 = 𝑡𝑢(𝑡)بیابیدرا.

.می کنیمپیداراضربهپاسخآنرویازسپسومحاسبهراسیستمتابعابتدا:الفپاسخ

𝑋1 𝑠 =
1

𝑠 + 3
, 𝑅𝑒 𝑠 > −3

𝑌1 𝑠 =
1

𝑠 + 5 2
, 𝑅𝑒 𝑠 > −5

𝐻 𝑠 =
𝑌1 𝑠

𝑋1 𝑠
=

𝑠 + 3

𝑠 + 5 2
=

𝜆1

𝑠 + 5
+

𝜆0

𝑠 + 5 2

شاهرودصنعتیدانشگاه 75دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



.می شودمحاسبه𝜆1و𝜆0آن هاکمکبهسپس.می کنیممحاسبهراآنمشتقو𝐹(𝑠)تابع

𝐹 𝑠 = 𝑠 + 5 2
𝑠 + 3

𝑠 + 5 2
= 𝑠 + 3

𝑑

𝑑𝑠
𝐹 𝑠 = 1

𝜆0 =
1

0!
lim

𝑠→−5
𝐹 𝑠 = lim

𝑠→−5
𝑠 + 3 = −2

𝜆1 =
1

1!
lim

𝑠→−5

𝑑

𝑑𝑠
𝐹 𝑠 = 1

𝐻 𝑠 =
1

𝑠 + 5
−

2

𝑠 + 5 2

𝐻همگراییمحدوده 𝑠صورتبه𝑅𝑒 𝑠 > .بودخواهدزیرصورتبهضربهپاسخبنابرایناست؛3−

ℎ 𝑡 = 𝑒−5𝑡𝑢 𝑡 − 2𝑡𝑒−5𝑡𝑢 𝑡 = 1 − 2𝑡 𝑒−5𝑡𝑢 𝑡
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:بپاسخ

𝑋2 𝑠 =
1

𝑠2
, 𝑅𝑒 𝑠 > 0

𝑌2 𝑠 = 𝐻 𝑠 𝑋2 𝑠 =
𝑠 + 3

𝑠2 𝑠 + 5 2
=

𝜆0

𝑠 + 5 2
+

𝜆1

𝑠 + 5
+

𝛾0

𝑠2
+

𝛾1

𝑠

.می کنیممحاسبهرامجهولدوآنرویازوکردهتعریفزیرصورتبهراآنمشتقو𝐹(𝑠)تابع𝜆1و𝜆0محاسبهبرای

𝐹 𝑠 = 𝑠 + 5 2
𝑠 + 3

𝑠2 𝑠 + 5 2
=

𝑠 + 3

𝑠2

𝑑

𝑑𝑠
𝐹 𝑠 = −

𝑠 + 6

𝑠3

𝜆0 =
1

0!
lim

𝑠→−5
𝐹 𝑠 = lim

𝑠→−5

𝑠 + 3

𝑠2
= −

2

25

𝜆1 =
1

1!
lim

𝑠→−5

𝑑

𝑑𝑠
𝐹 𝑠 = − lim

𝑠→−5

𝑠 + 6

𝑠3
=

1

125
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𝐺 𝑠 = 𝑠2
𝑠 + 3

𝑠2 𝑠 + 5 2 =
𝑠 + 3

𝑠 + 5 2

𝑑

𝑑𝑠
𝐺 𝑠 =

𝑠 + 5 2 − 2(𝑠 + 5)(𝑠 + 3)

𝑠 + 5 4 = −
𝑠 + 1

𝑠 + 5 3

𝛾0 =
1

0!
lim
𝑠→0

𝐺 𝑠 = lim
𝑠→0

𝑠 + 3

𝑠 + 5 2
=

3

25

𝛾1 =
1

1!
lim
𝑠→0

𝑑

𝑑𝑠
𝐺(𝑠) = − lim

𝑠→0

𝑠 + 1

𝑠 + 5 3 = −
1

125

𝑌2 𝑠 =
−

2
25

𝑠 + 5 2 +

1
125
𝑠 + 5

+

3
25
𝑠2 +

−
1

125
𝑠

𝑦 𝑡 = −
2

25
𝑡𝑒−5𝑡𝑢 𝑡 +

1

125
𝑒−5𝑡𝑢 𝑡 +

3

25
𝑡𝑢 𝑡 −

1

125
𝑢 𝑡 =

1

25
−2𝑡𝑒−5𝑡 +

1

5
𝑒−5𝑡 + 3𝑡 −

1

5
𝑢(𝑡)
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.به صورت زیر است𝑠بنابراین خروجی سیستم در حوزه زمان و 

.و مشتق آن را به صورت زیر تعریف کرده و از روی آن دو مجهول را محاسبه می کنیم𝐺(𝑠)تابع 𝛾1و 𝛾0برای محاسبه 
ادامه مثال



جموعمصورتبهسیستمتابعکنیم،مدلسیستمتابعکمکبهراموازیLTIسیستم هایبخواهیماگر•

.بودخواهدسیستم هازیرتوابع
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𝐻1(𝑠)

𝑋(𝑠) 𝑌 𝑠
𝐻1 𝑠 + 𝐻2(𝑠)

𝑋 𝑠 𝑌(𝑠)

𝐻2(𝑠)

+



صورتبهسیستمتابعکنیم،مدلسیستمتابعکمکبهراسریLTIسیستم هایبخواهیماگر•

.بودخواهدسیستم هازیرتوابعحاصلضرب
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𝐻1 𝑠 𝐻2(𝑠)

𝑋(𝑠) 𝑌(𝑠)

𝐻1(𝑠)

𝑋(𝑠) 𝑌(𝑠)

𝐻2(𝑠)



نحویبهتم هازیرسیسچینشنحوهاگر.استشدهتشکیلزیرسیستم هاییازسیستمیکنیدفرض:مثال

.دبیابیراسیستماینضربهپاسخوتبدیلتابعاست،شدهدادهنمایشزیرشکلدرکهباشد
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ℎ1 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡 ℎ2 𝑡 = 𝑢 𝑡
ℎ3 𝑡 = 𝑒−3𝑡𝑢 𝑡 ℎ4 𝑡 = 𝑒−3𝑡𝑢 𝑡

ℎ1 𝑡 ℎ2 𝑡

ℎ4 𝑡

ℎ3 𝑡 +
𝑥 𝑡 𝑦 𝑡



.کردمدلزیرصورتبهمی توانراسیستمضربهپاسخ:پاسخ

ℎ 𝑡 = ℎ1 𝑡 ∗ ℎ2 𝑡 ∗ ℎ3 𝑡 + ℎ4 𝑡

:بودخواهدزیرصورتبهسیستمتابعبنابراین

𝐻(𝑠) = H1 s H2 s H3 s + H4 𝑠

.می کنیممحاسبهراسیستم هاتکتکتبدیلتابع

𝐻1 𝑠 =
1

𝑠 + 1
, 𝑅𝑒 𝑠 > −1

𝐻2 𝑠 =
1

𝑠
, 𝑅𝑒 𝑠 > 0

𝐻3 𝑠 =
1

𝑠 + 3
, 𝑅𝑒 𝑠 > −3

𝐻4 𝑠 =
1

𝑠 + 3
, 𝑅𝑒 𝑠 > −3
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:بودخواهدزیرصورتبهسیستمتابعبنابراین

𝐻 𝑠 =
1

𝑠 + 1

1

𝑠 𝑠 + 3
+

1

𝑠 + 3
=

1

𝑠 + 1

𝑠 + 1

𝑠 𝑠 + 3
=

1

𝑠 𝑠 + 3
=

𝑐1

𝑠
+

𝑐2

𝑠 + 3

𝑐1 = lim
𝑠→0

𝑠
1

𝑠 𝑠 + 3
= lim

𝑠→0

1

𝑠 + 3
=

1

3

𝑐2 = lim
𝑠→−3

𝑠 + 3
1

𝑠 𝑠 + 3
= lim

𝑠→−3

1

𝑠
= −

1

3

𝐻بنابراین 𝑠وℎ(𝑡)بودخواهدزیرصورتبه:

𝐻 𝑠 =

1
3
𝑠

−

1
3

𝑠 + 3

ℎ 𝑡 =
1

3
𝑢 𝑡 −

1

3
𝑒−3𝑡𝑢 𝑡 =

1

3
1 − 𝑒−3𝑡 𝑢 𝑡
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LTIویژگی‌های‌سیستم‌های‌

بودنغیرعلّیوعلّی-1–3-8

پایداری-3-8-2
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بودنعلّی و غیرعلّی 

گذشتهایورودی هوورودیبهفقطورودی،یکبهآنپاسخکهشودمیگفتهسیستمیبهعلّیسیستم•

ربرقرازیررابطهاگرتنهاواگراستعلیزماندرپیوستهLTIسیستمیک.باشدداشتهبستگیسیستم

:باشد

ℎ 𝑡 = 0, 𝑡 < 0

.داردصفرمقدارصفر،قبللحظاتدرعلیسیستمیکضربهپاسخ•

لاپلاستبدیلROCهمگرایی،ناحیهویژگی هایوضربهپاسخسیگنالبودنراستیدستبهتوجهبا•

𝑅𝑒فرمبهباید𝐻(𝑠)سیستمتابعباعلیسیستم 𝑠 > 𝜎0همگراییناحیهدیگر،عبارتبهباشد؛

.باشدقطب هاراستسمتباید
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پایداری

ℎضربهپاسخباLTIپیوستهزمانسیستمیکپایداریبرایشد،بیانقبلاًکههمانطور• 𝑡صادقآنبرایزیررابطهباید

.باشد

 
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑑𝜏 < +∞

.باشدمحدودضربهپاسخاندازهانتگرالکهاستآنپایداریشرط•

𝑅𝑒خطکهاستآنپایداریلازمشرط• 𝑠 = 𝐻سیستمتابعهمگراییناحیهدر0 𝑠خط.باشد𝑅𝑒 𝑠 = معادل0

𝑠خط = 𝑗𝜔(موهومیمحور)است.

𝐻 𝑠 𝑠=0 =  
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏
𝑠=0

=  
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑑𝜏 ≤  
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑑𝜏 < +∞

𝑅𝑒شاملآنROCلزوماباشد،پایدارسیستماگربنابراین 𝑠 = .است0
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دیفرانسیلیتوصیف شده با معادلات LTIحل سیستم های 
:می شودتعریفزیرصورتبهثابتضرایبباNمرتبهدیفرانسیلیمعادلهیک•

 

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘

𝑑𝑘𝑦 𝑡

𝑑𝑡𝑘
=  

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘

𝑑𝑘𝑥 𝑡

𝑑𝑡𝑘

𝑎𝑁لزوماًوهستندثابتحقیقیضرایب𝑏𝑘و𝑎𝑘آندرکه• ≠ صورتبهببریم،𝑠حوزهبهزمانحوزهازرابالارابطهاگر.0

:می آیددرزیر

 

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘𝑠𝑘𝑌(𝑠) =  

𝑘=0

𝑀

𝑏𝑘𝑠𝑘𝑋 𝑠

:نوشتمی توانبنابراین•

𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑋 𝑠
=

 𝑘=0
𝑀 𝑏𝑘𝑠𝑘

 𝑘=0
𝑁 𝑎𝑘𝑠𝑘
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دیفرانسیلیمعادلهباکهسیستمیضربهپاسخ:مثال
𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑎𝑦 𝑡 =

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑥 𝑡توصیف

.بیابیدرامی شود

.استزیرصورتبهسیستمکنندهتوصیفدیفرانسیلمعادله:پاسخ

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑎𝑦 𝑡 =

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑥 𝑡  𝑠𝑌 𝑠 + 𝑎𝑌 𝑠 = 𝑠𝑋 𝑠 + 𝑋 𝑠

 𝑌 𝑠 𝑠 + 𝑎 = 𝑋 𝑠 𝑠 + 1  𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑋 𝑠
=

𝑠 + 1

𝑠 + 𝑎
= 1 +

1 − 𝑎

𝑠 + 𝑎

𝑅𝑂𝐶فرمبههمگراییناحیهاست،علیسیستمآنکهبهتوجهبا > 𝜎0نوشتمی توانبنابرایناست؛:

ℎ 𝑡 = 𝛿 𝑡 + 1 − 𝑎 𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡
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.علّی با معادله دیفرانسیل زیر را در نظر بگیریدو  LTIیک سسیتم : مثال

𝑦′′ 𝑡 + 2𝑦′ 𝑡 + 𝑦 𝑡 = 𝑥′ 𝑡 + 4𝑥(𝑡)

.بیابیدراسیستمتابع:الف

.بیابیدراسیستمضربهپاسخ:ب

.نیممی کمحاسبهراسیستمتابعآنرویازسپسوگرفتهلاپلاستبدیلدیفرانسیلمعادلهطرفیناز:الفپاسخ

𝑆2𝑌 𝑠 + 2𝑠𝑌 𝑠 + 𝑌 𝑠 = 𝑠𝑋 𝑠 + 4𝑋 𝑠

 𝑌 𝑠 𝑆2 + 2𝑠 + 1 = 𝑋 𝑠 𝑠 + 4  𝐻 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑋 𝑠
=

𝑠 + 4

𝑆2 + 2𝑠 + 1
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𝐻 𝑠 =
𝑠 + 4

𝑆2 + 2𝑠 + 1
=

𝑠 + 4

𝑠 + 1 2
=

𝜆1

𝑠 + 1
+

𝜆0

𝑠 + 1 2

.می یابیمرامجهولاتآن هاکمکبهسپسوکردهمحاسبهراآنمشتقو𝐹(𝑠)تابع

𝐹 𝑠 = 𝑠 + 1 2
𝑠 + 4

𝑠 + 1 2
= 𝑠 + 4

𝑑

𝑑𝑠
𝐹 𝑠 = 1

𝜆0 =
1

0!
lim

𝑠→−1
𝐹(𝑠) = lim

𝑠→−1
𝑠 + 4 = 3

𝐻 𝑠 =
1

𝑠 + 1
+

3

𝑠 + 1 2

𝑅𝑂𝐶سیستمبودنعلیتوجهبا > :نوشتمی توانروایناز.است1−

ℎ 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡 + 3𝑡𝑒−𝑡𝑢 𝑡
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: پاسخ ب

𝜆1 =
1

1!
lim

𝑠→−1

𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) = lim

𝑠→−1
1 = 1

ادامه مثال



طرفهتبدیل لاپلاس یک 

دیگرعبارتبهاست؛∞+تا−0ازآنانتگرال گیریحدودکهاستلاپلاستبدیلازخاصینوعطرفهیکلاپلاستبدیل•

𝑋 𝑠 ≜  
0−

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

.بگیردنظردرنیزراضربهسیگنالبتواندکهاستآنتبدیلاینبرای−0انتخابعلت•

دستسیگنالیکصورتبهرا𝑥(𝑡)می توانبنابرایننمی گیرد؛نظررا𝑥(𝑡)سیگنالمنفیزمان هایبخشتبدیلاین•

𝑅𝑒صورتبهآنهمگراییناحیهاینرواز.گرفتنظردرراستی 𝑠 > 𝜎0است.

.می شوداستفادهالکتریکیمدارهایتحلیلبرایلاپلاستبدیلاینازغالبا•

.استصادقنیزطرفهیکلاپلاستبدیلمورددرشد،یادلاپلاستبدیلمورددرکهویژگی هاییبیشتر•
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MATLABکدهای‌

sym2polyدستور-3-11-1

poly2symدستور-3-11-2

residueدستور-3-11-3

laplaceدستور-3-11-4

ilaplaceدستور-3-11-5
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SYM2POLYدستور‌

برایجمله ایچندضرایب.می گرداندبربرداریکقالبدرراجمله ایچندیکضرایبدستوراین•

.می گیردقراراستفادهموردمحاسباتسایروجمله ایچندمجددساخت
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>> syms s

>> c=sym2poly(4*s^3+5*s^2-9)

c =

4 5 0 -9



POLY2SYMدستور‌

وجمله ایچندضرایبکهصورتاینبه.می کندعملsym2polyدستوربرعکسدقیقادستوراین•

.برمی گرداندراجمله ایچندومی گیردراجمله ایچندمتغیر
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>> c=[2 5 0 0 1];

>> syms s

>> poly2sym(c,s)

ans =

2*s^4 + 5*s^3 + 1



RESIDUEدستور 

دررایرزکدوکسر.می کندتفکیکجزئیکسرهایبهراکسراول،حالتدر.می شوداستفادهصورتدوبهدستورایناز•

.بگیریدنظر

𝐹 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠2 − 4𝑠 + 3
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>> b=[1 2];

>> a=[1 -4 3];

>> [r,p,k] = residue(b,a)

r =

2.5000

-1.5000

p =

3

1

k =

[]

هرقطبشاملpبرداروجزئیکسرهایضرایبشاملrبردار.استبردارسهدستوراینخروجیحالت،ایندر
:نوشتزیرصورتبهرا𝐹(𝑠)جزئیکسرهایبهتجزیهمی توانMatlabنتایجبهتوجهبا.استکسر

𝐹 𝑠 =
𝑠 + 2

𝑠2 − 4𝑠 + 3
=

2.5

𝑠 − 3
−

1.5

𝑠 − 1



داربرباشد،مخرججمله ایچنددرجهمساوییابزرگترکسرصورتجمله ایچنددرجهکهصورتیدر•

kهتوجزیرتابعبه.بودخواهدمخرجبهصورتجمله ایچندتقسیمقسمتخارججمله ایچندشامل

.کنید
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𝐺 𝑠 =
𝑠4 + 2𝑠3 + 𝑠 + 7

𝑠2 + 9

>> b=[1 2 0 1 7];

>> a=[1 0 9];

>> [r,p,k] = residue(b,a)

r =

-8.5000 -14.6667i

-8.5000 +14.6667i

p =

0.0000 + 3.0000i

0.0000 - 3.0000i

k =

1 2 -9

:نوشتمی توانpوrبردارهایاساسبر

−8.5000 − 14.6667i

𝑠 − 3𝑗
+

−8.5000 + 14.6667i

𝑠 + 3𝑗

:نوشتمی توانkبرداراساسبر

𝑠2 + 2𝑠 − 9

:بودخواهدزیرصورتبهمی توانرا𝐺(𝑠)تابعبنابراین

𝐺 𝑠 =
−8.5000 − 14.6667i

𝑠 − 3𝑗
+

−8.5000 + 14.6667i

𝑠 + 3𝑗
+ 𝑠2 + 2𝑠 − 9



قطب هایوضرایبدیگر،عبارتبهاست؛اولحالتبرعکسدقیقادستور،ازاستفادهدومحالت•

رکسیکومی گیردرامخرجبرصورتتقسیمقسمتخارججمله ایچندضرایبوجزئیکسرهای

.برمی گرداند

𝐻 𝑠 =
2

𝑠 − 1
+

5

𝑠 − 3
+ 2𝑠 + 7
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>> r=[2 5];

>> p=[1 3];

>> k=[2 7];

>> [b,a] = residue(r,p,k)

b =

2 -1 -15 10

a =

1 -4 3

:استزیرصورتبه𝐻(𝑠)کسربنابراین

𝐻 𝑠 =
2𝑠3 − 𝑠2 − 15𝑠 + 10

𝑠2 − 4𝑠 + 3



LAPLACEدستور 

لاپلاسبدیلتمی خواهیمکنیدفرض.می گیردقراراستفادهموردتابعیکطرفهیکلاپلاستبدیلمحاسبهبرایاین•

𝑓سیگنالطرفهیک 𝑡 = 𝑒−3𝑡استامکان پذیرموضوعاینزیرکدکمکبه.نماییممحاسبهرا.
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>> syms f t s

>> f = exp(-3*t);

>> laplace(f,t,s)

ans =

1/(s + 3)

𝐹این کد تبدیل لاپلاس را به صورت  𝑠 =
1

𝑠+3
همچنین تبدیل . محاسبه می کند

𝑓لاپلاس یک طرفه سیگنال  𝑡 با تبدیل لاپلاس سیگنال𝑔 𝑡 = 𝑒−3𝑡𝑢 𝑡
.برابر است



.کرداستفادهdiracوheavisideدستوراتازمی توانترتیببهضربهوپلهتوابعبرای•

شاهرودصنعتیدانشگاه 99دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌



𝑓لاپلاستبدیلکهبنویسیدکدی:مثال 𝑡 = 𝑒−5𝑡𝑢(𝑡 − .کندمحاسبهرا(7

:پاسخ

شاهرودصنعتیدانشگاه 100دکتر‌حمید‌حسن‌پور–سیگنال‌ها‌و‌سیستم‌ها‌

>> syms f t s

>> f=exp(-5*t)*heaviside(t-7);

>> laplace(f,t,s)

ans =

(exp(-7*s)*exp(-35))/(s + 5)

.تاسزیرصورتبهمی کندمحاسبهکدکهلاپلاسیتبدیل

𝐹 𝑠 =
𝑒−7𝑠𝑒−35

𝑠 + 5



ILAPLACEدستور 

فرض.ردمی گیقراراستفادهموردتابعیکطرفهیکلاپلاستبدیلعکسمحاسبهبرایدستوراین•

𝐹(𝑠)سیگنالطرفهیکلاپلاستبدیلعکسمی خواهیمکنید =
1

𝑠+3
کمکبه.نماییممحاسبهرا

.استامکان پذیرموضوعاینزیرکد
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>> syms F s t

>> F=1/(s+3);

>> ilaplace(F,s,t)

ans =

exp(-3*t)

𝑓خروجی کد به صورت  𝑡 = 𝑒−3𝑡است.

.مربوط به تبدیل لاپلاس یک طرفه استilaplaceو laplaceیادآوری می شود دستورهای مجددا 



ℎضربهپاسخباLTIسیستمیکخروجی:مثال 𝑡 = 𝑒−4𝑡𝑢 𝑡ورودیو𝑥 𝑡 = 𝑒−3𝑡𝑢 𝑡بهرا

.بیابیدMatlabوسیله

ستوراتدازمی تواندارند،صفرمقدارصفر،قبلدرضربهپاسخوورودیسیگنالهرکهآنجاییاز:پاسخ

.کرداستفادهآن هابرایطرفهیکلاپلاس
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clc; clear; close all;

syms h x t s Y y

h=exp(-4*t);

x=exp(-3*t);

H=laplace(h,t,s);

X=laplace(x,t,s);

Y=H*X;

y=ilaplace(Y,s,t);

disp(y);

.استزیرصورتبهکداینخروجی

exp(-3*t) - exp(-4*t)

.می باشدزیرشکلبهخروجیسیگنالبنابراین

𝑦 𝑡 = 𝑒−3𝑡𝑢 𝑡 − 𝑒−4𝑡𝑢 𝑡


